Théoréeme d’inversion locale

Théoréme : Soit £, F' des Banach, a € F et f = E — F une application C L Sid, f est inversible, il existe
V C EetW C F des voisinages ouverts de a et f(a) tels que fjy : V' — W soit un C' difféomorphisme.

Preuve du théoréme : On peut commencer par supposer que ¢ = f(a) = 0 et d,f = Idg. En effet, si le
résultat est vrai dans ce cas, Uapplication = + d, f ' (f(z+a) — f(a)) estun C' difféomorphisme localement
donc sa composée avec f est comme voulue (on remarque alors que F' = F).

Comme f est C' il existe r > 0 tel que

—_ 1
Va € B, = BO,1), |ldof — dof|| < 5.

Si z € B, on peut écrire d,f = Id + (d,f — Id) et comme ||d,f — Id|| < 1 on sait que d, f est inversible
d’inverse Id +u +u* 4 ..., ot u = d, f —1d, et ||d,.f || < 2 (sous-multiplicativité de la norme d’opérateur).

Etape 1 : Montrons qu'il existe V, W C FE tels que fy : V — W soit bijective

B,
Soit y € - (notre W potentiel !). Onnote h : € B, + y + x — f(z) € E. Elle est C' clairement et par

I'inégalité des accroissements finis on

||z — ]

[|h(x) — h(z")]| < pour tout z, 7’ € B,.
[l]]
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Nyl| + ||z — f(x)]] < g + g = r. Ainsi, h arrive dans B,. Comme h est contractante, par le théoréme

de point fixe de Banach il existe un unique élément = € B, point fixe de h. On a donc f(x) = y pour un tel

On a alors en particulier ||h(xz) — h(0)|| = ||z — f(2)|] < < g et donc finalement ||h(x)|| <

B,

élément et donc y admet un unique antécédent par f. En posant V = f~* 5

) N B, (on prend I'intersection

O 7172 s T ,
avec B, pour ne pas retrouver d’autres antécédents des éléments de 7) etW = - -ona montré ce que I'on

voulait !

Etape 2 : L’application inverse g : W — V est continue

Soit h : x — x — f(x) (c’est bien I'application h précédente avec y = 0). On a

||z —2'|| = [|h(x) + f(z) — h(z') = f(2)]]
< |[h(x) = b + [1f () = f()]]
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d’ou ||z — || < 2||f(x) — f(2')|| et donc g est lipschitzienne donc continue.

Etape 3 : Montrons que g est C!

La difficulté réside dans le fait de montrer que g est différentiable. En effet, si c’est le cas le seul candidat possi-
ble pour la différentielle de g est df ', qui est continue par hypothése. Montrons donc que g est différentiable.

Soity € W etz € V tels que g(y) = z. Soit w tel que y + w € W (w est donc une petite perturbation).

On note v = g(y +w) — ¢g(y). On a vu que g est 2-lipschitizienne donc ||v|| < 2||w||. Pour montrer que g est

différentiable, il est naturel de regarder A(w) = g(y +w) — g(y) — do. f " (w). Si A(w) =, o(w), on a gagné
ﬁ

w
par définition car d, f ! est linéaire. On a

Alw)=w+az)—z—d f T (flv+2) - f(z
= dof N (daf (v) = def T (f(0+2) = f(2))
= dpf N dof(0) — f(v+2) + f(2))

Mais par le début de la preuve on sait que ||d,f || < 2 donc ||A|| < 2||v||e(v) avec e(v) — 0 comme f

llvll—0
est différentiable. En réutilisant le fait que g est 2-lipschitizienne il vient

1A < 2(2[[wl])e(g(y +w) = 9(y))
< 4|fw||e"(w)

ou &'(w) e 0 car g(y + w) — g(y) e 0 comme ¢ est continue. Finalement, ¢ est différentiable en y et
w— w—
d,g = d,f~" pour tout y donc g est C'. [J
Remarques importantes :
« Il faut bien avoir I’énoncé du théoréme de point fixe en téte

« Attention a bien comprendre la raison pour laquelle on se raméne au cas a = f(a) =0etd,f =Idg



